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Einfiihrung in die theoretische Informatik
Sommersemester 2019 — Hausaufgabenblatt Losungsskizze 6

Handschriftliche Abgabe

Formale Kriterien zu handschriftlichen Abgaben entnehmen Sie bitte der Website https://www21.in.tum.
de/teaching/theo/SS19.

AUFGABE 6.1. (AutomataTutor) 2 Punkte
Losen Sie im AutomataTutor die Aufgaben H6.1 (a—d). Beachten Sie, dass im Gegensatz zu den Ubungsaufgaben

fiir jede Teilaufgabe maximal fiinf Versuche erlaubt sind.

Die Losungen miissen Sie nicht in ihre handschriftliche Abgabe mit aufnehmen, es reicht aus sie im AutomataTutor
einzureichen. Diese Aufgabe ist einzeln zu bearbeiten, die restlichen Aufgaben in Zweiergruppen.

Beachten Sie auflerdem, dass die Punkte fiir die AutomataTutor Aufgaben nicht auf Ihrer handschriftlichen Abgabe
eingetragen werden.

AUFGABE 6.2. (CYK-Algorithmus) 2 Punkte
Wir betrachten die Grammatik G = ({S,T},{a,b,c}, P,S) mit den folgenden Produktionen:

S — T|SS|e
T — aSbSb|c

Konstruieren Sie eine zu G dquivalente Grammatik G’ in Chomsky-Normalform, und bestimmen Sie mit dem
CYK-Algorithmus, ob cabcb € L(G"). Geben Sie dabei die vollstindige Berechnungstabelle laut Vorlesung an.

Léosungsskizze

Nichtterminale fiir a und b einfiihren:
S—T|55]|¢e T — ASBSB | ¢ A—a B—b
Lange Produktionen aufspalten:

S—T|S5S]|e T— AC1 | ¢ A—a B—b
C1 — SCs Cz%BOg C’g—)SB

e-Produktionen eliminieren (streng nach Konstruktion miisste man hier noch die Produktion S — S einfiigen):

S—T]SS T— AC:1 | ¢ A—a B—b
C1—>SCQ|02 CQ%BC?, Cg—)SB‘B

Kettenproduktionen eliminieren:

S— AC, | SS | ¢ T— AC: | ¢ A—=a B—b
Cl—>SCQ|BC3 Cz—)BC3 Cg—)SB|b

Das Ergebnis ist in CNF und L(G’) = L(G) \ {e}. Da wir nur cabch € L(G) entscheiden wollen, ist dieser
Unterschied irrelevant. Um eine dquivalente Grammatik zu erhalten, miissten wir ein neues Startsymbol S’ mit
den Produktionen S — AC | SS | ¢ | € hinzufiigen. Nach dem CYK-Algorithmus ergibt sich die folgende
Berechnungstabelle:

13 0 24 @ 35 Cl C2
12 0 23 @ 34 @ : A5 CS
1T S, T 22 A 33 037 B Az S, T 55 03’ B l
c a b c b
Damit ist cabeb € L(G').
AUFGABE 6.3. (Kontexzifrei oder nicht?) 2 Punkte
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Entscheiden Sie ob die folgenden Sprachen kontextfrei sind. Wenn ja, geben Sie eine Grammatik an und zeigen Sie,
dass Thre Grammatik die Sprache akzeptiert. Wenn nein, beweisen Sie dies durch einen Widerspruchsbeweis unter
Verwendung des Pumping Lemmas fiir kontextfreie Sprachen.

(a) Ly ={a"b™c" | n,m,l e NAn>mAn > 1}

(b) Ly = {ww | w € {a,b,c}* Aw = w}
Léosungsskizze

(a) L, ist nicht kontextfrei. Widerspruchsbeweis unter Verwendung des Pumping Lemmas fiir kontextfreie
Sprachen:

e (*) Angenommen, L; wire kontextfrei. Dann konnen wir das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen
anwenden.
e (*) Sei n € N eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.
o (*) Esgilt 2 =a""'b"c™ € L und |z| > n.
e Es gibt also fiir z eine Zerlegung 2z = wvwzry mit den Eigenschaften
(1) vx #e
(2) Jowz| <n
(3) Vie No.wv'wzly € Ly
e (*) Wir unterscheiden die folgenden Fille: (Achtung: Losungsskizze)
— |vz|, > 0: Aus (2) und der Wahl von z folgt, dass |[vwz|, = 0. Folglich liegt das Wort uv’wz’y nicht
mehr in L, da es hochstens so viele a’s wie ¢’s enthélt. Dies ist ein Widerspruch zu (3).
— |vz|, = 0: In diesem Fall muss wegen (1) [vz|, > 0 oder |vz|, > 0 gelten. Folglich liegt das Wort uv*wz’y
nicht mehr in L, da es entweder mehr b’s oder mehr ¢’s als a’s enthélt. Dies ist ein Widerspruch zu (3).
e (*) Da jeder Fall zu einem Widerspruch fithrt und die obigen Félle alle méglichen Zerlegungen abdecken,
kann die urspriingliche Annahme nicht gelten. Also ist L nicht kontextfrei.

(b) L, ist nicht kontextfrei. Widerspruchsbeweis unter Verwendung des Pumping Lemmas fiir kontextfreie
Sprachen:

e (*) Angenommen, L, wire kontextfrei. Dann kénnen wir das Pumping-Lemma fir kontextfreie Sprachen
anwenden.
e (*) Sei n € N eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.
e (*) Es gilt z = a"b"a®"b™a" € L und |z| > n.
e Es gibt also fiir z eine Zerlegung z = uwvwzry mit den Eigenschaften
(1) vz #¢
(2) Jvwz| <n
3) Vi € No.uv'wz'y € Ly
e (*) Betrachten wir das Wort uv’way. Es hat eine der folgenden Formen, wobei entweder i > 0 oder j > 0
gilt:
_ an—ibn—jaannan
— ab" 3% ipnan
_ anbna2n—ibn—jan
— a"bma?"pn "I
e (*) In jedem Fall gilt uvwz"y ¢ L, im Widerspruch zu (3). Also kann die urspriingliche Annahme nicht
gelten, d.h. L, nicht kontextfrei.

AUFGABE 6.4. (Myhill-Nerode)
Urspriinglich war in dieser Aufgabe versehentlich fiir beide Sprachen das Alphabet ¥ = {a,b,c} angegeben. In
der Korrektur werden sowohl Abgaben mit diesem Alphabet als auch mit den unten angegebenen Alphabeten als
korrekt gewertet.
Entscheiden Sie, ob folgende Sprachen regulir sind. Bestimmen Sie hierzu die Aquivalenzklassen der dazugehérigen
Myhill-Nerode-Relation. Falls die Sprache regulir ist, zdhlen Sie alle Aquivalenzklassen auf und zeichnen Sie
den kanonischen Minimalautomaten. Falls die Sprache nicht regulér ist, reicht es eine unendliche Menge von
Aquivalenzklassen anzugeben und zu zeigen dass die Elemente dieser Menge paarweise verschieden sind.

(a) Ly = L((balab)*) mit dem Alphabet ¥ = {a,b}

(b) Ly = {a" | Ik € Ng.n = 2"} mit dem Alphabet ¥ = {a}
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Losungsskizze

(a) e Bestimmen der Aquivalenzklassen:
el=L [a] ={wa |we L} b] ={wb |we L} [aa] = {vw | v € Ly, w € L((aalbb)(alb)*)}
e Kanonischer DFA:

(b) Bestimmen einer unendlichen Menge von Aquivalenzklassen:

{[a¥] ] i € No}

Beweis: Sei 4, j € Ny verschieden und ohne Einschrinkung der Allgemeinheit i < j. Dann gilt a?'a? =a €
L,. Das Wort w = a%' a?’ hat die Lénge 2° 4+ 27 = 2! + (2/712%) = 2(2/~* 4 1). Damit hat |w| den ungeraden
Teiler 27?4+ 1 und ist daher keine Zweierpotenz. Es folgt w ¢ L. Somit sind die Klassen unterscheidbar und
L, ist keine regulére Sprache.

AUFGABE 6.5. (Sprache und CFG)
Wir schreiben u < v falls u ein Préfix von v ist, also falls es ein x gibt mit v = uz. Wir schreiben u < v, falls
zusétzlich x # ¢ (echtes Prifix).
Gegeben seien die Sprache
L={w]|w], =wl, +1 A (Vu <w.ful, > |ul,)}

und die aus der Vorlesung bekannte Grammatik G = ({S}, {a, b}, P,S) mit den Produktionen P:
S —b|aSS

Ziel der Aufgabe ist es zu zeigen, dass die Grammatik zur Sprache passt, also L(G) = L. Beweisen Sie hierzu die
folgenden Aussagen:

(a) L(G)CL
(b) LCL(G)

Hinweis: Da Teilaufgabe b) besonders schwer ist, vergeben wir einen Bonuspunkt, der nicht zu der regular
erreichbaren Maximalpunktzahl von 60 Punkten gezéhlt wird. Fiir das Erreichen der Maximalpunktzahl ist es also
nicht notwendig, diese Aufgabe zu bearbeiten.

Losungsskizze
Wir definieren zunéchst h(w) := |w|, — |w|, + 1. Dann gilt L = {w | h(w) =0 A (Vu < w. h(u) > 1)}. Man beachte
h(uv) = h(u) + h(v) — 1.

(a) Wir fixieren w € L(G) und missen zeigen w € L. Es gilt S —" w fir ein n > 0. Wir zeigen w € L per
vollstandiger Induktion iiber n. Im Fall n = 1 hat die Ableitung die Form S — b mit w = b und damit gilt
die Aussage.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass die Aussage fur alle w mit w < n gilt (Induktionshypothese),
und dass n > 1. Wir miissen die Aussage fiir n 4+ 1 zeigen. Die Ableitung hat also folgende Form:

S—aSS > auwv A w=auv
Die IH gilt fiir v und v. Wir erhalten: h(w) = h(auv) = 2 + h(u) — 1+ h(v) — 1 = h(u) + h(v) =0.

Wir miissen noch zeigen, dass h(z) > 1 gilt, fiir alle  mit < w. Fallunterscheidung:

e Die Falle x = ¢ und x = a sind trivial.

1H
e Fall z = ay mit y < u. Dann gilt: h(z) = h(y) +1 > 2
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IH
e Fall z = auy mit y < v. Dann gilt: h(z) = h(u) + h(y) = h(y) > 1
(b) Wir fixieren w € L und miissen zeigen w € L(G). Beweis per vollstandiger Induktion iiber |w|. Die Falle fiir
|w] = 0 und |w| =1 sind trivial.

Fiir den Induktionsschritt stellen wir zunéchst fest, dass w nicht mit b beginnen kann, da h(b) = 1 und b < w.
Wir betrachten also ein Wort der Form aw mit |w| > 1 und kénnen als Induktionshypothese annehmen, dass
w €L — w €L(G) fir all w’ mit |w'| < |w].

Wir halten fest, dass die folgenden Eigenschaften gelten (wegen aw € L): h(w) = —1 und Vu < w. h(u) > 0.
Damit muss ein v mit v < w und h(u) = 0 existieren, Wir betrachten das kirzeste u dieser Art.

Wir wissen u # ¢ (wegen h(e) = 1) und w = uw fiir ein v mit v # . Wir erhalten —1 = h(uv) = h(v) — 1,
also h(v) = 0. Zudem gilt fiir alle < v, dass uz < w, und somit 0 < h(ux) = h(z) — 1 bzw. h(z) > 1. Wir
haben also v € L(G) gezeigt.

Fiir jedes x mit z < w gilt h(z) > 0 wegen x < w, und h(x) # 0 wegen der Minimalitdt von u. Insgesamt gilt
also h(z) > 1, falls < u. Also gilt auch u € L(G).

Unter Anwendung der IH fiir v und v kénnen wir w € L(G) zeigen:

S — aSS =" auS =~ awv
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